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Zusammenfassung: Das Verstindnis der Bayess-
chen Vorgehensweise erfordert ein Vertrautsein mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten und mit Wahrschein-
lichkeiten, die sich bei weiteren Informationen ver-
dndern. Es wird ein einfacher Kontext mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten vorgeschlagen, der den Schii-
lern helfen soll, ihr Verstindnis fiir die Bayessche
Denkweise zu entwickeln.

Einleitung

Viele Leute waren iiber das Ergebnis der jlingsten
Prasidentschaftswahlen in den USA iiberrascht, da es
nach Umfragen schien, dass Trump verlieren wiirde.
War das ein grober Statistikfehler?

Vielleicht nicht, z. B. gab am Vormittag der Wahl
Nate Silver auf seiner Website (http://projects.
fivethirtyeight.com/2016-election-forecast/) an, dass
Trump eine 28 %ige Gewinnchance hat. Sollte man
deshalb iiber das Wahlergebnis {iiberrascht sein?
Nein, Ereignisse mit einer Wahrscheinlichkeit von %4
konnen jederzeit eintreten.

Man kann zwei Zugange zur Vorhersage von Trumps
Resultaten betrachten. Zum einen kdnnen Konfidenz-
intervalle fiir die Abschitzung des Anteils der Wih-
ler, die ihn unterstiitzen konstruiert und die Fehler-
grenzen betrachtet werden. Mit diesem Zugang kann
eine Antwort auf die Frage gefunden werden, welche
Anteil der Wihler aktuell fiir Trump stimmen wird.

Im Kontrast dazu haben Nate Silver und seine Kolle-
gen versucht, eine Antwort auf eine andere Frage zu
finden: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Trump
gewinnen?

Beide Zuginge sind moglich. Der zweite Zugang ist
fiir uns und die Schiiler eher fremdartig. Wie ist es
moglich, bei einem solchen Ereignis wie eine Wahl
eine Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis anzuge-
ben? Wir wissen, wie man die Wahrscheinlichkeit be-
stimmt fiir ein Ereignis, das auf Hypothesen basiert.
Wie kann man umgekehrt die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Hypothese bestimmen auf der Basis von Ergeb-
nissen? Die Antwort heifit, man muss baysianische
Uberlegungen nutzen.

Der Bayessche Zugang ist von wachsender Bedeu-
tung fiir zahlreiche Disziplinen, wie wissenschaftli-

che Studien und Medienanalysen, aber nur wenige
Einfihrungskurse erldutern in geeigneter Weise Bay-
essche Techniken.

Stellen wir uns vor, dass wir eine Einfiihrung in die-
se Art von Uberlegungen vornehmen wollen. Was
brauchen Schiiler, um die Uberlegungen zu verste-
hen? Auf jeden Fall brauchen Sie ein Verstindnis
fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit. Es wurden ei-
nige Anstrengungen unternommen, bedingte Wahr-
scheinlichkeit verstandlicher zu machen (Gigeren-
zer & Hoffrage 1995, Martignon Krauss 2009). Wir
wollen ihre Arbeit nutzen, Schiilerinnen und Schiiler
bedingte Wahrscheinlichkeit verstandlich zu machen
und zugleich eine gute Grundlage fiir eine bayessche
Perspektive zu schaffen.

Wir beschreiben eine Unterrichtssequenz zur beding-
ten Wahrscheinlichkeit, die versucht, genau das zu
tun. Wenn es dabei den Schiiler gelingt, die Bayes-
Analyse zu verstehen, werden sie davon profitieren.
Wenn es spiter darum geht, mehr zu lernen, konnte
es eine Grundlage sein, zu der sie zuriickkehren kon-
nen, um Formulierungen von Wahrscheinlichkeiten
zu verstehen, die im Lichte von Daten aktualisiert
werden und in denen eine subjektive Komponente
eine Rolle spielt (de Finetti 1964).

Die Zwei-Miinzen-Situation

Angenommen, ich habe zwei Miinzen: eine reguldre,
faire Miinze und eine mit zwei Wappen. Eine wihle
ich zufillig aus. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die faire Miinze ausgewdhlt wurde? Die Antwort
lautet %2 oder 50 %.

Ein anderer Zugang kann so formuliert werden: Es gibt
zwei konkurrierende Hypothesen: Wir haben entweder
eine faire Miinze oder eine Miinze mit zwei Wappen.
Anfinglich sind diese Hypothesen gleichwahrschein-
lich, weil wir die Miinze zufillig ausgewahlt haben.
Abb. 1 zeigt ein einfaches Flidchenschema, das die
beiden Hypothesen darstellt. Ich werfe die Miinze, die
ich wihlte, ohne zu zeigen, ob sie fair ist oder nicht. Es
kommt Wappen. Wissen wir, welche Hypothese wahr
1st? Natiirlich nicht. Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass meine Miinze ,,fair* ist? Die meisten Schiiler sa-
gen, dass es [offensichtlich!] noch 1/2 ist.

Nun nehme ich an, dass ich die gleiche Miinze weitere
neunmal werfe und Wappen bei jedem Wurf bekom-
me. Es ist moglich, dass die Miinze fair ist, aber viele
Schiiler sagen, die Miinze muss zwei Wappen haben.
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zwei Wappen fair

Abb. 1: Flachendiagramm fur die beiden Hypothe-
sen. Die Flache ist proportional zur Wahrscheinlich-
keit.

Wir konnen fragen: Ist die Wahrscheinlichkeit, dass
diese Miinze fair ist noch 1/2 oder hat sich die Wahr-
scheinlichkeit veréndert? Hier werden dann einige
Schiiler unruhig: Kann sich eine Wahrscheinlichkeit
dandern? Nach zehnmal Wappen nacheinander kann
die Wahrscheinlichkeit eine faire Miinze zu haben,
doch nicht 1/2 sein, oder doch?

Wir erkldren nun, dass es tatsdchlich zwei verschie-
dene Sichten auf die Wahrscheinlichkeit gibt. Sie
kann einmal erklirt werden als etwas, was sich dndert
aufgrund von Daten oder Fakten. Und sie ist anderer-
seits ein fester Zahlenwert.

Betrachten wir den ersten Wurf. Die Abb. 2 zeigt die
moglichen Ergebnisse auf drei verschiedene Weisen.
Links sehen wir eine Version, bei der die Ergebnis-
se Zahl und Wappen nur bei der fairen Miinze un-

zwei
Wappen

zwei fair
Wappen

terschieden werden. In der Mitte unterscheiden wir
zwel ,, Wappen* der Miinze mit zwei Wappen. Rechts
ist ein dquivalentes Diagramm, in dem die beiden
Wappen durch zwei identische Fliachen veranschau-
licht werden.

Wir konnen nun die Wahrscheinlichkeit, dass wir eine
faire Miinze haben, durch Abzdhlen bestimmen. Die
linke Seite der Abb. 3 zeigt die Situation nach dem
ersten Wurf, bei dem sich Wappen als Fakt ergeben
hat. Um die Wahrscheinlichkeit auf der Grundlage
dieses Faktes zu bestimmen, betrachten wir nur die
Flachen zum ,,Wappen® und ignorieren die Flachen
mit ,,Zahl“, weil dies nicht eingetreten ist. Von den
drei ,,Wappenkastchen® ist nur die erste von der fai-
ren Miinze. Das bedeutet, dass sich die Wahrschein-
lichkeit fiir ,,fair* von % auf 1/3 verringert hat.

Die rechte Hilfte des Diagramms zeigt die Erweite-
rung des Prinzips fiir den zweiten Wurf. Wir unter-
teilen jedes Ergebnis des vorhergehenden Schrittes
und gewinnen daraus die Wahrscheinlichkeit von 1/5
fiir ,,fair". Wenn wir nur die W- oder WW-Flachen
betrachten, konnen wir damit die Wahrscheinlichkeit
beschreiben, dass die gewéhlte Miinze fair ist, indem
wir unter Verwendung der Daten den Ergebnisraum
bzw. den Bezug fiir die Wahrscheinlichkeit erneuern.

Die neuen Wahrscheinlichkeiten (1/3 oder 1/5) sind
durch die Daten bzw. Fakten bedingt. Um dies auszu-
driicken sagt man oft ,,bei den gegebenen Daten‘ und
nutzt einen senkrechten Strich in der Bezeichnung.

fair zwei fair
Wappen

Abb. 2: Aquivalente Diagramme fiir die Situation nach dem ersten Wurf

zwei fair

Wappen

W=

P(FIW) =

zwei fair
Wappen

P(FIWW) = %

Abb. 3: Die Wahrscheinlichkeit fur eine faire Miinze (F) nach den Daten ,ein Wappen*® und ,zwei Wappen*
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Diskussion und Erweiterung

Wir haben die Flachendiagramme schrittweise erzeugt,
indem wir sie in zwei Spalten entsprechend der Hypo-
thesen der gewéhlten Miinze unterteilten und dann die
Spalten weiterhin so aufgeteilt haben, dass ein Satz
gleichwahrscheinlicher Ergebnisse entstand. Letztlich
haben wir die Teile des Diagramms betrachtet, die zu
unseren Fakten passen (ein Wappen oder zwei Wap-
pen) und haben die betreffenden Késtchen abgezihlt,
um damit die Wahrscheinlichkeit zu berechnen.

Diese Diagramme, die auch als Mosaikdarstellungen
bezeichnet werden (Friendly 2001), sind {iblich bei
der Behandlung der bedingten Wahrscheinlichkeit.
Wir haben sehr sorgfiltig die Situation definiert, so
dass wir die Spalten in gleich grofe Kistchen teilen
konnten und deutlich zeigen konnten, wie die Wahr-
scheinlichkeit sich dndert, wenn zusétzliche Daten
erhoben werden.

Wir kénnen nun dieselbe Technik in komplexeren Si-
tuationen nutzen. So kdnnen wir zum Beispiel davon
ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine faire
Miinze nach dem ersten Wurf 1/3 betrdgt. Wir miis-
sen allerdings beachten, dass sich diese Wahrschein-
lichkeit von der Wahrscheinlichkeit fiir Wappen un-
terscheidet, die je nach Miinze 0,5 oder 1 betréigt. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir Wappen ist ein Parameter, der
die Hypothesen charakterisiert. Wir werden ihn im
Folgenden mit st bezeichnen.

Um die Konsequenzen fiir ein weiteres Ergebnis
Wappen zu analysieren, kdnnen wir anstelle der
Analyse von zweimal Wappen, wie es auf der rech-
ten Seite der Abb. 3 geschah, ein Diagramm wie in
Abb. 4 nutzen. Daraus ergibt sich entsprechend der
allgemeinen Technik erneut die Wahrscheinlichkeit
von 1/5 fiir eine faire Miinze. Es ist ersichtlich, dass
mit jedem weiteren Wappen die Wahrscheinlichkeit
fiir eine faire Miinze weiter abnimmt.

Das Flachendiagramm in Abb. 4 bestitigt die Wahr-
scheinlichkeit 1/5 und fiihrt uns zur Einfithrung weite-
rer Sprechweisen. Vor dem ersten Wurf haben wir das
Diagramm in zwei Halften geteilt. Die Wahrschein-
lichkeit 2 nennen wir eine Vorher-Wahrscheinlich-

zwei Wappen fair
n=1,0 n=0,5
2/3 1/3

keit (Priori-Wahrscheinlichkeit), dies bezeichnet die
Wabhrscheinlichkeit einer Hypothese bevor zusitz-
liche Informationen gewonnen wurden. Nach dem
ersten Wurf glauben wir, dass die Wahrscheinlichkeit
einer fairen Miinze 1/3 betrégt, so dass wir nun eine
neue Vorher-Wahrscheinlichkeit haben, die in dem
Diagramm in der Abb. 4 verwendet wurde. ,,Vorher*
bedeutet in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit vor
dem zweiten Wurf.,

Das Diagramm zeigt, dass nach einem weiteren Wap-
pen die neue, aktualisierte Wahrscheinlichkeit fiir
eine faire Miinze 1/5 betrdgt. Diese Wahrscheinlich-
keit wird als Nachher-Wahrscheinlichkeit (Posterio-
ri-Wahrscheinlichkeit) bezeichnet. Sie wird die Vor-
her-Wahrscheinlichkeit, wenn wir uns entscheiden
ein drittes Mal zu wiirfeln.

Es sei bemerkt dass das Gesetz der groflen Zahl weiter
gilt. Wenn wir dieses Experiment sehr oft durchfiih-
ren und uns alle Fille notieren, in denen wir zweimal
Wappen erhalten, hétten wir in ungeféhr 1/5 der Falle
eine wahre Miinze in diesen Versuchen verwendet.

Was ist mit der Bayes-Formel?

Durch die inhaltlichen Uberlegungen war bisher eine
Anwendung der Bayes-Formel nicht erforderlich,
aber es konnte Schiiler geben, die spéter diese For-
mel benétigen. Es gibt viele Wege zur Entwicklung
der Formel, die zwei-Miinzen-Situation ist eine neue
Moglichkeit. Die Schiiler kdnnen die Formel als eine
Verallgemeinerung des Weges iiber das Zéahlen der
Késtchen erleben. Unter Verwendung der rechten
Seite der Abb. 4 findet man die Wahrscheinlichkeit
1/5 durch Division der Anzahl der Wappen-Késtchen
in der Spalte fiir die faire Miinze durch die Gesamt-
zahl der Wappen-Kistchen.

P(fair| Wappen) = 141_—4

B P(Wappen und fair)
"~ P(Wappen und fair) + P(Wappen und nicht fair)

Der Nenner ist einfach P(Wappen), also 5/6. Mit
Blick auf das Diagramm kann der Zéhler ausgedriickt

zwei Wappen fair
n=1,0 =05
2/3 1/3

Abb. 4: Zwei alternative, aquivalente Diagramme fiir den zweiten Wurf nach einem Wappen im ersten Wurf
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werden als die Vorher-Wahrscheinlichkeit eine faire
Miinze zu haben (d. h. die Breite der ,,fair“-Spalte,
die 1/3 betrdgt) multipliziert mit der Wahrscheinlich-
keit Wappen zu erhalten, wenn die Miinze fair ist (die
V4 betrdgt). Dies fihrt zu

1 1
P(fair) - P(Wappen |fair) 372 1
P(Wappen) 5 5

P(fair| Wappen) =

Dies ist die Bayes-Formel in unserem Kontext. Die
Schiiler sehen, wie unterschiedliche Ansdtze das glei-
che Ergebnis ergeben und wie der Prozess des Zih-
lens von Rechtecken und des Bestimmens von Ver-
héltnissen zu einer Formel werden kann.

Die Schiiler konnen die spezielle Formel weiter ver-
allgemeinern. Die Moglichkeiten fiir die unbekannte
Miinze sind Hypothesen (H) und die Ergebnisse der
Wiirfe sind die beobachteten Daten (D). Mit diesen
Bezeichnungen lautet die Formel:

P py - P POID

Ein Diagnosebeispiel

Ob ein Patient, ein Auto oder eine Software diagnos-
tiziert, man ist immer mit Symptomen (den Daten)
konfrontiert, es miissen aber die Ursachen (die Hypo-
thesen) herausgefunden werden. Hier ist ein entspre-
chendes Beispiel.

Angenommen in einer Schule hat ein Zehntel der Per-
sonen eine Erkéltung. Unter den Leuten, die Erkail-
tungen haben, niesen vier von fiinf, unter denen, die
keine Erkidltungen haben, nur einer von fiinf. (Eine
Erkiltung haben oder nicht sind die Hypothesen. Das
Niesen ist ein beobachtbarer Fakt).

Jemand niest (V). Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit dass er eine Erkidltung (£) hat? Die Abb. 5 ist
ein Flachendiagramm fiir diese Situation. Wir richten
unserer Aufmerksamkeit in diesem Diagramm auf
die dunkleren Flichen, den ,Nieser-Bereich®, und
ignorieren den Rest. Welcher Anteil der ,,Nieser hat
eine Erkédltung? Man kann die Késtchen zéhlen (oder
die Flachen berechnen) und erhélt als Antwort 8/26
bzw. 4/13.

Mit Anwendung der Bayes-Formel ergibt sich:

1 4
P(E)-PINIE) _10°5_ 4
P(EIN) = P(N) = 26 13
100

Es konnen mehrere Feststellungen getroffen werden.

e Das Beispiel verdeutlicht, dass der Bayes- An-
satz niitzlich ist um zu zeigen, wie sich die

Wahrscheinlichkeit verdndert, wenn sich die Be-
dingungen oder Daten &ndern.

Wie erwartet, ist die Wahrscheinlichkeit ange-
wachsen (von 0.1 auf etwa 0.31) wenn bekannt
ist, dass die Person geniest hat.

Trotz dieser Zunahme der Wahrscheinlichkeit ha-
ben weniger als die Hélfte der Leute, die niesen,
Erkéltungen, obwohl Niesen charakteristisch ist
fiir Erkédltungen, da die meisten mit Erkdltungen
niesen. Wir kénnen dies nutzen, um die Asym-
metrie der bedingten Wahrscheinlichkeit heraus-
zustellen, wie sie in dieser Situation oder etwa in
dem Richter-Fehlschluss, wo P(Unschuld|Be-
weis) # P(Beweis | Unschuld) vorkommt.

Die obige Analyse begann mit folgenden An-
nahmen: Ein Zehntel der Personen haben Erkil-
tungen, vier von finf Erkélteten niesen und ein
Fiinftel des Rests niest auch. Diese Annahmen
konnten auf aktuellen Beobachtungen, fritheren
Daten oder Vermutungen basieren. Ein-Zehntel
ist eine Vorher-Wahrscheinlichkeit, die Wahr-
scheinlichkeit, dass jemand eine Erkéltung hat,
ohne Kenntnis von weiteren Daten (z. B. Nie-
sen). Wir beginnen mit dieser Schitzung und
erhalten dann die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Person, die niest, eine Erkdltung hat, die auf die-
sem Vorwissen und dem Fakt basiert.

Fir Unterrichtsversuche zu diesem Szenario
haben wir ,,schone® Verhiltnisse ausgewdhlt,
damit die Schiiler die Diagramme von Hand
erstellen konnen. Weil die Nenner 2, 5 oder 10
sind, konnen die Schiiler ein 10-mal-10-Raster
verwenden und leicht Prozentsitze ermitteln.

|e

1
10

—_
o

Cold No cold

Abb. 5: Flachendiagramm fiir Erkaltung (cold) und
Niesen (sneeze). Ein Kastchen entspricht 1 %
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Abb. 6: Kompliziertere Flachendiagramme, = 0,7 ist hervorgehoben

Weiterfiihrungen

Wir kénnen dieselben Strategien auf komplexere Si-
tuationen anwenden. Zum Beispiel zeigt die Abb. 6
ein Diagramm, das entsteht, wenn es 11 Hypothesen
fiir eine mysteriose Miinze gibt, wobei 7 die Wahr-
scheinlichkeit fiir ,,Wappen® ist (x =0, 0.1, 0.2, ...
0.9, 1.0). Jede Spalte ist unterteilt entsprechend der
Wahrscheinlichkeit von Wappen oder Zahl bei die-
ser Hypothese. In dem Diagramm ist ,,Wappen® grau
oder schwarz schattiert.

Im linken Diagramm ist jede Hypothese gleichwahr-
scheinlich, alle Spalten haben die gleiche Breite
von 1/11. Wenn es tatsdchlich eine Miinze ist, dann
konnten wir die bisherigen Erfahrungen oder unse-
re persdnlichen Vorlieben verwenden, um der Mog-
lichkeit, dass = 0.5 ist, mehr Gewicht zu geben und
das rechte Diagramm zeichnen. In der Sprache von
Bayes haben wir verschiedene Vorher-Wahrschein-
lichkeiten erzeugt.

Wir werfen unsere mysteridse Miinze und erhalten
Wappen. Unter Verwendung des linken Diagramms
in der Abb. 6 konnen wir die neue (Nachher-) Wahr-
scheinlichkeit fiir t = 0.7 berechnen. Sie ist von 1/11
(etwa 0.09) auf 7/55 (etwa 0.13) angewachsen. Die
Wahrscheinlichkeit der anderen Hypothesen éndert
sich in entsprechender Weise.

Im rechten Diagramm in Abb. 6 haben wir 20 Spal-
ten, alle Vorherwahrscheinlichkeiten sind 0.05 bis
auf 7 =0.5, deren Wahrscheinlichkeit 0.5 betrégt.
Nach einem Wappen wichst die Wahrscheinlichkeit
fiir 1= 0.7 von 0.05 auf 0.07 (7 von 100 schattier-
ten Rechtecken). Diagramme wie diese deuten da-
rauf hin, dass die Nachher-Wahrscheinlichkeit eine
Funktion ist, die einen Glauben repriasentiert und die
Verwendung von stetigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen nahelegt.

Um noch weiter zu gehen, ist zu beachten, dass wir
bei dieser Einfiihrung nur die Wappen beriicksichtigt
haben. Wie wiirden z. B. diese Diagramme aussehen,
wenn man zehnmal die Miinze wirft und siebenmal
Wappen und dreimal Zahl bekommt?

AbschlieBende Bemerkungen

Unsere Verwendung von Flichendiagrammen erwei-
tert die Idee von natiirlichen Haufigkeiten. Der vor-
geschlagene Unterricht hilft, die Art der Aktualisie-
rung der Wahrscheinlichkeit zu betonen, anstatt sich
ausschlieBlich auf die aktualisierte Nachher-Wahr-
scheinlichkeit zu konzentrieren.

Weitere Merkmale dieser Situation veranlassen die
Schiiler, sich mit Vorstellungen von verschiedenen Dar-
stellungen und Konzepten wie der subjektiven Zuord-
nung von Wahrscheinlichkeiten auseinanderzusetzen.
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